Klothoiden als Übergangsbögen

Verfasser: Stud.Ref. Björn Gemmer, Landschulheim Steinmühle, 35043 Marburg


In der computergestützten und hoch-technisierten Praxis der Hochgeschwindigkeitstrassen werden Polynomfunktionen nur noch äußerst selten zur Konstruktion von Übergangsbögen herangezogen. Da komplizierteste Berechnungen ohne geringen Aufwand von leistungsfähigen Rechnern mit Spezial-Software ausgeführt werden, kann man sich immer mehr optimalen Lösungen beim Bau von Übergangsbögen nähern. 

Ein erster Schritt dorthin war die Verwendung der so genannten Klothoide. Die Klothoide ist eine besondere Spiralkurve, die von dem Mathematiker und Physiker Leonhard Euler (*15.4.1707 in Basel, †18.9.1783 in St. Petersburg) entwickelt wurde. Die Klothoide ist daher auch unter dem Namen Euler´sche Spirale bekannt. 

Andere Quellen sehen den französischen Physiker A. Cornu berechtigt, seinen Namen für diese Kurve zu stellen und bezeichnen die Klothoide daher als Cornu´sche Spirale. Cornu untersuchte die spezielle Kurve um 1874 im Zusammenhang mit Beugungserscheinungen des Lichts.

Ein Ausschnitt dieser interessanten Kurve ist in der folgenden Abbildung dargestellt:
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Zur Verbindung zweier gerader oder auch krummliniger Streckenabschnitte fügt man einen passenden Ausschnitt der Klothoide als Übergangsbogen ein. Meist wird die Klothoide als Übergang zwischen Gerade und Kreis verwendet.

Zur Planung solcher Übergänge muss auch hier eine Funktionsvorschrift an die gegebenen Bedingungen angepasst werden. Das Anpassen gestaltet sich aus mathematischer Sicht allerdings um ein Vielfaches schwieriger als zum Beispiel im Fall der Polynome: Die Klothoide wird durch parameterabhängige Gleichungen beschrieben, bei denen x- und y-Werte getrennt voneinander errechnet werden. Die Gleichungen lauten in Reihendarstellung:
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Hinter dem zweiten Gleichheitszeichen sind die Summanden der Reihen jeweils einzeln aufgeführt. Je mehr Summanden man berücksichtigt, umso genauer werden die Werte für x und y. Bricht man die Reihe bereits nach dem ersten Summanden ab, ersetzt also die eckigen Klammern durch die Zahl 1, so kann man die Gleichung für x leicht nach s auflösen, den so bestimmten Wert für s in die Gleichung für y einsetzen, damit s eliminieren und erhält so als Näherung für die Klothoidenformel eine Funktionsvorschrift in der bekannten Darstellung:
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Die Größe s steht dabei für die Länge des Übergangsbogens (Bogenlänge) und a ist eine Konstante, deren Wert gegeben ist durch Eigenschaften des Weges und – im Falle von Gleisen – der Schienenfahrzeuge. a darf einen bestimmten Wert nicht übersteigen, sonst droht Entgleisung! Eigenschaften der Schienenfahrzeuge, die bei der Festlegung von a berücksichtigt werden müssen, sind z.B.: Gewicht, Achsabstand, max. Geschwindigkeit, Federung, Spurweite und Gleiserhöhung.

Bei all diesem Aufwand stellt sich die Frage, ob es überhaupt gerechtfertigt ist, die komplizierte Klothoide im Gleis- und Straßenbau zu verwenden. Oder anders gefragt: Wo liegen die Vorteile der Klothoide?

Die Bedingungen für die Anschlussstellen muss die Klothoide genauso erfüllen wie z.B. die Polynomfunktionen. Der wesentliche Vorteil, den die Spiralkurve gegenüber den Polynomen hat, liegt in der Konstanz der Geschwindigkeit der Richtungsänderung. Mathematisch korrekt formuliert würde man sagen, die Klothoide ist eine Kurve, deren Krümmung proportional mit der Bogenlänge s zunimmt. Anschaulich bedeutet das, dass z.B. ein Autofahrer, der eine Klothoide durchfährt, das Lenkrad mit konstanter Geschwindigkeit bis zum steilsten Teil der Kurve einschlägt, um es dann mit konstanter Geschwindigkeit wieder zurückzudrehen. Dies sorgt für ausgesprochen sicheres und angenehmes Kurvenfahren. 

Führt man sich die physikalischen Zusammenhänge der Übergangsbögen vor Augen, erkennt man, dass die Klothoide daher eine gleichmäßige Änderung der Zentrifugalkräfte garantiert, d.h. es "ruckt" nicht beim Durchfahren eines derartigen Kurvenstückes. 

Dennoch ist die Klothoide als Übergangsbogen nicht der Weisheit letzter Schluss. Um Materialermüdung und Verschleißerscheinungen zu verringern, gilt es außerdem, die Kräfte auf das Gleis zu reduzieren. Dazu muss man sich mit der Gleisgeometrie aus dynamischer Sicht beschäftigen. Die Schwachpunkte unseres bisherigen mathematischen Modells liegen bei der Richtungsänderung von der Geraden zum Übergangsbogen. Versuche bei den Österreichischen Bundesbahnen (etwa ab 1988) haben die Notwendigkeit neuer Formen von Übergangsbögen bestätigt.

Das Umdenken wird dadurch zum Ausdruck gebracht, dass nicht mehr das Fahrzeug einem stetigen Verlauf der Schienen folgen soll, sondern die Schienen den Bewegungen des Fahrzeuges. Bei der Klothoide ist das jedoch nicht der Fall. Die statistisch ausgewerteten Ergebnisse lassen eklatante Unterschiede der Gleislagequalität im Bereich von Übergangsbögen im Vergleich zu anderen Streckenabschnitten  (Bogen, Gerade) erkennen. Das bedeutet, dass die Gleise der Übergangsbögen weit größerer Belastung ausgesetzt sind als die Gleise der übrigen Streckenabschnitte. 

Es gibt also noch einiges zu tun, um im Straßen- und Schienenbau optimale Ergebnisse zu erzielen.
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